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Soient G un groupe fini, p un nombre premier qui divisc l’ordre de G et P 
un SD-groupe de G. 11 est bien connu que les homomorphismes de G dans un 
p-groupe sont completement d&ermines par la fusion dans P; en particulier, 
si N est un sous-groupe de G qui contient P et qui induit dans P la m&me 
fusion que G, tout homomorphisme de N dans un p-groupe peut &tre prolong6 
a G (voir par exemple, [lo, car. 21). N ous demontrons ici que, sip + 2 et si N 
est un sous-groupe de G qui “contr6le suflisamment” la structure locale de G 
relative a p, certains homomorphismes de N dans un groupe de Frobenius F 
d’ordre impair, ayant un p-groupe comme noyau et possedant une p-extension 
centrale non scindee, peuvent &tre prolong& a G. En outre, le noyau dans N 
d’un tel homomorphisme “controle” Cgalement la structure locale du noyau 
dans G, ce qui permet d’iterer le pro&de et d’obtenir des cridres de p-rbolubi- 
lit& En particulier, les theoremes 2 et 3 de [8] et les theoremes A, B et C de [12] 
se deduisent aisement de nos rbultats; en fait, ce travail a CtC inspire par la 
lecture de [8], quoique les methodes employees soient differentes. La methode 
utilisee ici a CtC exposee dans [lo]; le contenu de ces deux articles est employ6 
dans [3]. Nous commencons par exposer tous nos resultats, en precisant d’abord 
les notations utilides. 
Si H est un groupe fini, on note R(H) l’anneau des caracteres complexes de H, 
R(H, p) l’ensemble des x E R(H) tels que x(x) = x(x9) pour tout x E H, lH la 
fonction complexe qui vaut 1 sur tout Clement de H et H,, l’ensemble des 
p’-elements de H. Si K est un groupe fini et f un homomorphisme de K dans H, 
on note Res,,,,H (ou Res,,, s’il n’y a pas d’ambigum5 surf) l’homomorphisme 
de R(H) dans R(K) detini par la restriction; si K est un sous-groupe de H, 
on note IndKsH celui de R(K) dans R(H) defini par l’induction. Si H est un 
sous-groupe de G, on note N(H) (resp. C(H)) 1 e normalisateur (resp. le centrali- 
sateur) de H dans G. 
Soient ‘?I l’ensemble des p-sous-groupes non triviaux de G et W une applica- 
tion de ‘5X dans I’ensemble des p’-sous-groupes de G satisfaisant a la condition 
suivante 
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(W) Pour tout couple A, B E ‘% et tout x E G tels que Ax C B, on a 
W(B) = W(A)” n C(B); 
en particulier, pour tout A E ‘u, W(A) es un sous-groupe normal de N(A). t 
Notons R(G, W) l’ensemble des x E ii(G) tels que, pour tout x E G - G,e et 
tout w E W((x&), on ait I = X(X), et R,(G, W) l’ensemble des elements de 
R(G, W) constants sur G,, ; si Z, est l’anneau des entiers p-adiques, on sait 
qu’il existe un unique idempotent e, de Z(Z,(G)) qui est orthogonal aux idempo- 
tents de defaut nul et qui verifie R,(G, W) C e, . R(G) C R(G, W) [lo, th.31. 
Si N est un sous-groupe de G d’ordre divisible par p, on note Res,,cW 
l’application qui a chaque p-sous-groupe non trivial A de N fait correspondre 
W(A) n N; il est clair que Res,,, W satisfait a la condition (W) relativement 
a N. On dira que N est un sous-groupe de W-contrble de G s’il contient un 
S ,-groupe de G et si pour tout p-sous-groupe non trivial A de N et tout x E G 
tel que AZ C N, il existe w E W(A) tel que wx E N. 
Desormais, nous supposons que p # 2; dans la suite, N est un sous-groupe 
de W-controle de G, N1 un sous-groupe normal de N et F un groupe de 
Frobenius d’ordre impair dont le noyau Q est un p-groupe; on note D(Q) le 
sous-groupe derive de Q et on pose 0 = Indo,,lo - ( F/Q 1 lF ; on remarquera 
que R(F, p) est l’ensemble des elements de R(F) constants sur F,r . 
D’apres [lo, th.61, la restriction induit une isometric bijective entre R,(G, W) 
et R,(N, ResN,G W); notons Pro,,, l’isometrie inverse. Sifest un homomorphisme 
surjectif de N dans F, Res,,f,, est une isometric qui envoie R(F, p) dans R(N, p), 
done dans R,(N, Res,,,W). En consequence, l’application qui a chaque x E 
R(F, p) fait correspondre Pro,,, ResN,f,Fx est une isometric de R(F, p) dans 
R(G) et il est bien evident que si f peut Ctre prolong6 a G, cette isometric peut 
&tre prolongee a R(F). Le theoreme suivant montre que, lorsque F possede une 
p-extension centrale non scindee, f peut etre prolong6 a G d&s qu’il existe une 
image convenable pour 0. 
On note Z l’anneau des entiers rationnels. 
THI'ZOR~ME 1. Supposons que N/N, soit isomorphe h F, que F podde une 
p-extension centrale non scindbe et qu’il existe une isomktrie u de R(F, p) + 26 
dans R(G, W) satisfaisant aux conditions suivantes 
1. Pour tout h E R(F,p), u(X) E R(G,p) et Res,,cu(X) = Res,,,h. 
2. La restriction de u(e) h l’image rkiproque de Q dans N est l’induit d’un 
t%ment de R(N,). 
Alors, il existe un unique svus-groupe normal G, de G tel que 
G = Gl -N et NI = GI n N 
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De plus, si GI n’est pas un p’-groupe, NI est un sous-groupe de Resc,,a W-contrble 
de GI . 
Les conditions 1 et 2 sur 0 sont d’une importance i&gale: la condition 
2 est bien plus difficile a satisfaire. Le theoreme Avant envisage une situation 
qui apparaft dans certaines applications et qui permet d’eliminer la condition 2. 
THBO~ME 2. Supposons que N/N, soit une p-extension centrale non scindee 
de F et qu’il existe une isometric a de R(F, p) + ZO dans R(G, W) telle que, pour 
tout h E R(F, p), on ait a(h) E R(G, p) et Res,,,a(h) = Res,,,X. Alors, il existe 
un unique sous-groupe normal GI de G tel que 
G = GI. N et NI = GI n N. 
De plus, si GI n’est pas un p’-groupe, NI est un sous-groupe de Res,I,, W-contr6le 
de GI . 
Supposons que N/N, soit isomorphe aF, un resultat classique sur la coherence 
[4, Sect. 31, (31, 5)] entraine l’existence d’une isometric de R(F, p) + ZB dans 
R(G, W) satisfaisant a la condition 1, lorsque j Q/D(Q)1 > 4 1 F/Q [e + 1; en 
effet, il n’est pas difficile d’adapter les arguments de [4] pour demontrer que 
si I’inCgalitC precedente est satisfaite, toute isometric de R(F,p) dans un Z- 
module, muni d’une forme quadratique possedant une base orthonormale, 
peut &tre prolong&e a R(F, p) + ZB; or, nous avons vu ci-dessus que les applica- 
tions Res,,, et Pro,,, induisent une isometric de R(F, p) dans ew . R(G), 
lequel possede une base orthonormale. La proposition suivante presente un 
raffinement (plus ou moins connu) de ce resultat et surtout montre que, dans 
ces conditions, u(e) est nul sur l’image reciproque de Q - (1) dans N; ceci 
est s&&ant, dans certains cas, pour demontrer que u satisfait a la condition 2. 
PROPOSITION 3. Supposons que N/N, soit isomorphe a F et que l’inegalite’ 
suivante soit satisfaite 1 Q/D(Q)1 > 2 1 F/Q 12. Alors, 
1. I1 existe une unique isometric (T de R(F, p) + ZB dans ew . R(G) telle que, 
pour tout h E R(F, p), a(h) E R(G, p) et Res,,,a(h) = Res,,,A. 
2. Le caractere a(B) est h valeurs dansZ etpour tout x E G tel que xP E N-N, , 
071 a u(e)(x) = 0. 
Comme consequence des theoremes 1 et 2 et du critere precedent pour 
l’existence de U. on obtient: 
COROLLAIRE 4. Supposons que j Q/D(Q)1 > 2 / F/Q j2 et que l’une des conditions 
suivantes soit satisfaite. 
1. Le groupe F possede une p-extension centrale non scindee, le quotient 
N/N, est isomorphe a F et l’image reciproque N,, de Q dans N possede un p-sous- 
groupe normal A tel que A n NT = 1 et A * Nl = N,, . 
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2. Le quotient N/N, est une p-extension centrale non scindee de F. 
Alors, il existe un unique sous-groupe normal GI de G tel que G = GI . Net NI = 
G, n N. De plus, si G, nest pas un p’-groupe, NI est un sous-groupe de Re+ 
W-contrGle de G, . 
Nous allons Cnoncer quelques criteres de p-resolubilite que nous demontrons 
a l’aide des resultats precedents. On donne d’abord une condition arithmetique 
suffisante (connue lorsque F/Q est cyclique) pour que F possede une p-extension 
centrale non scindee. Pour chaque entier i >, 0, notons vi l’ensemble des nombres 
premiers q pour lesquels la 2-valuation de l’ordre de l’image de p dans le groupe 
(Z/qZ)* est Cgale a i; on remarquera que l’hypothkse du lemme suivant est 
Cquivalente a la condition “F/Q est un n,-groupe pour i > 1.” 
LEMME 5. Si 1 F/Q 1 divise pr” + 1 pour un entier m conversable, il existe une 
extension centrale non scindee de F par Z/pZ et on a l’inigalite’ suivante 
I Q/D(Q)1 > 2 I F/Q 1'. 
On dira qu’un sous-groupe M de G est un sous-groupe de C-controle (re- 
lativement a p) s’il contient un S,-groupe de G et si pour tout p-sous-groupe 
A de Met tout Clement x de G tel que Ax C M, il existe z E C(A) tel que zx E M. 
Tous les &on&s suivants affirment que G est p-resoluble d&s qu’il possede un 
sous-groupe de C-controle d’un certain type. Indiquons comment obtenir 
W et N dans une telle situation: pour tout A E ‘Lc, l’intersection de C(A) avec 
un sous-groupe de C-controle M de G contenant A est un sous-groupe de 
C-controle de C(A) (il suffit de remarquer que, si B est un p-sous-groupe de 
C,(A) et x un Clement de C(A) tel que Bx C C,(A), M contient (A . B)“) et 
en raisonnant par recurrence, on se ram&e au cas oti C(A) est p-resoluble; 
alors, l’application qui a chaque A E 2I fait correspondre O,(C(A)) satisfait a 
la condition (W) [9, ch.VI, prop. 51 et en posant W(A) = O,(C(A)), M est un 
sous-groupe de W-controle de G [9, ch.VII, props. 2 et 41. 
Dans la suite, P est un S,-groupe de G. 
COROLLAIRE 6. Soit M un sous-groupe de C-contrdle de G. Supposons que 
M/O,(M) soit isomorphe au produit semi-direct de P et d’un sous-groupe H de 
Aut(P) qui satisfait aux conditions suivantes 
1. Tout point fixe dans P d’un element non trivial de H est point fixe de H. 
2. L’ordre de H est impair et divise pm + 1 pour un m EZ convenable. 
Alors, G = O,,,,(G). 
Notons J(P) le groupe engendre par les sous-groupes abeliens d’ordre maximal 
de P; a l’aide du theoreme A de [6] et du corollaire precedent, on a: 
4W52/2-15 
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CoROLLAIRE 7. Posons M = N(Z(](P))); si Mf011{M) est isomorphe au 
produit semi-direct de Pet d'un sous-groupe de Aut(P) qui satisjait aux conditions 
I, 2 du corollaire 6, on a G = Op'pp'(G). 
Lorsque P et N(P)JC(P) sont abeliens on peut supprimer la condition 1: 
CoROLLAIRE 8. Si P et N(P)JC(P) sont abeliens et l'ordre de N(P)JC(P) 
est impair et divise pm + I pour un entier m convenable, on a G = 0 11 , 1111,(G). 
Enfin, comme consequence du theoreme I et du critere d'existence de a 
de [IO, th.7], on obtient: 
CoROLLAIRE 9. Supposons que N(P) soit un sous-groupe de C-controle de G 
et que N(P)/0 11-(N(P)) soit un groupe de Frobenius d'ordre impair possedant une 
p-extension centrale non scindee. Alors, G = 0 11 , 1111,(G). 
Les notations non precisees sont standard; elles sont toutes explicitees dans 
[9]. Les symboles G, p, 2(, W, N, N 1 , F, Q, (} gardent le meme sens tout au 
long de !'article. 
1. DEMoNsTRATIONs nEs THEOirnMEs I ET 2 
Le Iemme suivant demontre la derniere assertion des theoremes I et 2, et 
du corollaire 4. 
LEMME 1.1. Soit G1 un sous-groupe normal de G. Supposons que GfG1 soit 
p-resoluble et que 0 11 ,(GJG1 ) = I. Alors, pour tout A E 2£, G1 contient W(A); 
en particulier, si G1 n' est pas un p' -groupe, N n G1 est un sous-groupe de ResG1 .G W-
controle de G1 • 
DEMONSTRATION. La deuxieme assertion est une consequence facile de la 
premiere. Pour la premiere, notons G0 l'image reciproque de 0 11(GfG1) dans G; 
nous pouvons supposer que G0 =I= G1 • Posons A 0 = A n G0 ; nous allons 
demontrer que G1 contient W(A) en raisonnant par recurrence sur I G0/A0 1 11 • 
Si A 0 est un S 11-groupe de G0 , on a A 0 =I= I et G = G1 • N(A0), d'ou il resulte 
que G normalise G1 · W(A0); par suite, d'apres nos hypotheses, G1 contient 
W(A0), done W(A) (cond. (W)). Supposons que I G0/A0 111 =I= I et soit B0 un 
S11-groupe de N(A) n G0 ; par recurrence, G1 contient W(B0) et comme B0 
normalise A, on a 
W(A) = Cw<Al(B0) • [B0 , W(A)] C W(B0) • [B0 , W(A)] 
(cond. (W) et [7, th.5.3.5]); or, comme G0 est normal dans G, on a [B0 , W(A)] C 
G0 n W(A) C G1 ; on a done W(A) C G1 • 
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Si 2 est un p-groupe abelian, on note H”(G, 2) le n-i&me groupe de cohomo- 
logie de G B valeurs dans 2 (ou G opere trivialement sur Z). Pour demontrer le 
theoreme 1, nous allons construire une p-extension centrale de G a l’aide du 
lemme suivant. 
LEMME 1.2. Soient Z un p-groupe abelien et M un sous-groupe de C-contr6le de 
G. La restriction induit un isomorphisme entre Hn(G, Z) et Hn(M, Z), n > 0. En 
outre, si G’ est une extension centrale de G par Z, l’image recsproque M’ de M 
dans G’ est un sous-groupe de C-controle de G’. 
DEMONSTRATION. Soit P un S,-groupe de G contenu dans M; la restriction 
induit des homomorphismes injectifs de H”(G, Z) et de H”(M, Z) dans Hfl(P, Z) 
et leurs images coi’ncident ([l, ch.XII, th.lO.11, sauf pour le cas n = 0 lequel 
ne presente aucune difficuld); ceci demontre la premiere assertion. 
11 est clair que M’ contient un S,-groupe de G’. Soient A un p-sous-groupe 
de M, A’ l’image reciproque de A dans G’ et x’ un Clement de G’ tel que 
(A’)o’ CM’; il suffit de demontrer qu’il existe w’ E C&A’) tel que w’x’ E M’. 
Si x est l’image de x’ dans G, M contient Az et comme M est un sous-groupe 
de C-controle, il existe w E Co(A) tel que wx E M; or, M contient un A’,-groupe 
de No(A); par consequent, on peut supposer que w E Op(Co(A)). D’autre part, 
l’image reciproque de Op(Co(A)) d ans G’ centralise A’; en effet, Op(Co(A)) est 
engendre par ses p’-elements et opere sur A’ en stabilisant la suite 1 C Z C A’; 
l’assertion resulte alors de [7, th.5.3.21. Si w’ est un Clement de G’ qui remonte w, 
on a done w’ E C&A’) et w’x’ E M’. 
La demonstration des theoremes 1 et 2 suppose une certaine connaissance des 
caracdres simples des p-extensions centrales de F; ces caracteres sont complete- 
ment decrits dans les lemmes 1.2 et 1.3 de [12]. Pour la commodite du lecteur, 
dans le lemme suivant nous donnons une demonstration independante des faits 
qui sont utilises ici. 
Dans la suite de ce paragraphe, Z est un p-groupe cyclique non trivial, 
q~ un caractere simple fiddle de Z et F’ une extension centrale non scindee de F 
par Z. On note Q’ l’image reciproque de Q dans F’, K un complement de Q’ 
dans F’, k I’ordre de K et pK le caractere de la representation reguliere de K. 
11 est clair que Res,,,, est une isometric et nous identifions chaque Clement de 
R(F) a son image dans R(F’). 
LEMME 1.3. I1 existe un caracdre simple x de F’ qui prolonge un caractere 
simple de Q’ et qui vks$e 
Res,,,,x = x(l)9 et Res,,,,x = SIK + dpK, 06 S2 = 1 et d > 2. 
DEMONSTRATION. Soient si le corps de nombres engendre par les racines 
] Q’ I-ibmes de I’unitC et e un idempotent primitif de R(Z); on identifie e avec 
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son image canonique dans si(Q’). L’operation de K sur Q’ induit une operation 
de K sur fi(Q’) et il est clair que K stabilise l’algbbre %(Q’)e. Comme K ophe 
semi-regulierement sur Q - (11, ‘1 1 existe dans Q’ un systtme S de representants 
de Q’/Z qui est K-stable et on voit aisement que I’ensemble Se est une base de 
Si(Q’)e; par consequent, le caractere de la representation de K sur R(Q’)e est 
lK+ ISiF PK 
k . 
En outre, l’algtbre g(Q’)e est isomorphe a un produit d’algebres simples 
[7, th.3.6.111, et nous allons demontrer que K stabilise un unique facteur et 
opere semi-regulierement sur le reste; puisque K est resoluble, il suffit de 
demontrer la m&me assertion pour chaque sous-groupe cyclique non trivial C 
de K. Comme C est semi-regulier sur Q’ - Z et centralise Z, il stabilise 1 Z 1 
caracteres simples de Q’ et opere semi-regulierement sur le reste [7, lemme 4.5.21; 
or, les operations de C sur l’ensemble des facteurs simples de A(Q’) et sur 
l’ensemble des caracteres simples de Q’ sont evidemment isomorphes et d’autre 
part la dimension de A(Q’)e est Cgale a 1 Q 1 qui n’est pas divisible par / C / ; 
on en deduit que C stabilise un unique facteur simple de 52(Q’)e et optre semi- 
regulierement sur le reste. 
Supposons que e soit l’idempotent primitif de A(Z) associe a v; soient A 
l’unique facteur simple de R(Q’)e stabilise par K et IM un A-module simple; 
quitte a faire des identifications Cvidentes, on a 
Hom,(M, M) = % et Hom,(M, M) = A 
[ll, sect. 12, th.24; 7, th.3.6.21 et en particulier, Auta(A) = PGLe(M). Par 
consequent, l’operation de K sur A definit un homomorphisme f de K dans 
PGL,(M); comme si ne contient aucune racine k-i&me de l’unite differente de 1, 
f(K) est contenu dans PSLQ(M) et I’image reciproque de f(K) dans SLa(M) 
est scindee [7, th.6.2.11.11 existe done un homomorphisme f’ de K dans GL,(M) 
qui remonte f et par suite, il existe une representation de F’ sur iVl qui prolonge 
celle de Q’ et qui restreinte a K est Cgale a f ‘; notons x le caractere de cette 
representation; il est clair que x est un caractere simple de F’, que Reso,,,rx 
est simple et que Res,,,,X = x(l)p; il nous reste a Ctudier le caractere de f ‘. 
Posons 7 = Res,,,,x; comme A = Homn(M, M), le caractere de la represen- 
tation de K sur A est Cgal a 7(7*) (oh 7* est le conjugue complexe de 7); mais, 
comme K opere semi-regulierement sur l’ensemble des facteurs simples de 
sZ(Q’)e differents de A, ce caracthe doit &tre Cgale a 
U-l 
lK+ --jy-PK, oti a = dima = ~(1)~. 
On en deduit que, pour tout x E K - {l}, 7(x) est un nombre complexe de 
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norme 1; or, T(X) appartient Q A et est Cgal a une somme de racines k-iemes de 1; 
par consequent, v(x) est Cgal a 1 ou -1. Dans ces conditions, comme k est 
impair, pour tout sous-groupe cyclique C de K, 7 est constant sur C - (1) 
[S, lemme 4.21; comme K est un complement d’un groupe de Frobenius d’ordre 
impair, il en resulte que 7 est constant sur K - (1) et par suite, que 
rl = 61,~ + 4, > oh 62 = 1. 
Enfin, comme F’ est non scindee, on a x(l) > 1 et comme Reso,,r,X est simple, 
x(l) est une puissance de p [7, th.4.2.1 I]; p ar consequent, d est un entier pair 
et strictement positif. 
On note x un caractere simple de F’ satisfaisant aux conditions du lemme 1.3; 
on remarquera que x(l) = 6 + dk et que le caracdre x - x(l)lF, - d0 est 
nul sur l’ensemble des p’-elements de F’. Le lemme suivant presente une partie 
commune des demonstrations des theoremes 1 et 2. 
LEMME 1.4. Soient M un sous-groupe de C-contrdle de G et MI un sous-groupe 
normal de M. Supposons que M/M, soit isomorphe a F’ et qu’il existe une isome’trie u 
de R(F, p) + Z9 + Zx dans R(G) satisfaisant aux conditions suivantes 
1. Pour tout /\ E R(F, p), c(A) E R(G, p) et Res,,,o(X) = Res,,,,A. 
2. Pour tout x E G tel que x, E MI , o(x)(x) = x(l) + da(O)(x). 
3. Si x E G, x, E M - MI et l’image de xp duns F’ appartient h 2, U(X)(X) 
n’est pas reel. 
Alors, il existe un unique sous-groupe normal G, de G tel que 
G = Gl. M et MI = G,n M. 
DEMONSTRATION. Posons R = R(F, p) + ZB + Zx et notons X l’ensemble 
des caracteres des reprbsentations simples de F dont le noyau ne contient pas Q; 
il est clair que, pour tout h E X, h - (A( l)/k)B appartient a R(F, p) et par suite, 
R contient X. D’apres nos hypotheses, G(X) et les elements de u(X) sont, au 
signe prb, des caracdres simples de G; on note H l’intersection des noyaux 
des representations associees; si x E G (resp. L C G), on note K (resp. L) son 
image dans G/H; nous allons demontrer que G est d’ordre impair. 
Soit E I’ensemble des x E G tels que l’un des conjugues de x, appartienne 
a MI ; demontrons d’abord que E contient tout Clement x de G tel que x soit 
conjugue de son inverse dans G. 11 suffit de demontrer que, pour tout x E G - E, 
l’un des nombres u(x)(x), u(h)(x), oh h parcourt X, n’est pas reel; nous pouvons 
supposer que xg E M - MI et en vertu de la condition 3, l’assertion est vraie 
lorsque l’image x~’ de x, dans F’ appartient a 2; de plus, d’apres la condition 1, 
on a 
u(A)(x) = X(x,‘) + q 4%X>~ pour tout X E X; 
512 LLUIS PUIG 
comme x9’ n’est pas conjugue de son inverse dans F’, si xf’ appartient a Q’ - 2, 
l’assertion resulte tout de suite de ces eggalit&. 
Demontrons que G est d’ordre impair; en raisonnant par l’absurde, supposons 
qu’il existe y E G tel que y soit une involution. Puisque 1, y et y”y” oh u, ZI E G, 
sont conjugues de leurs inverses dans G, E contient 1, y et y”y”, oh (u, V) parcourt 
G x G. Pour tout X E X, posons 
dk 
OiA = 81 G + x(1) u(h) - u(x); 
on voit aisement, a l’aide des conditions I et 2, que la fonction 0~~ est nulle 
sur E; en posant 
a, = u(x)(l), O(X)(Y) t, = ___, 
4x)(1 ) 
a = dW)(l) 
A 
h(l) ’ 
t, = 4v(Y) 
o(h)(l)’ 
on obtient done les Cgalites 
(la derniere resulte du fait bien connu suivant: si [ est un caractere simple de G, 
la forme lineaire du centre de l’algebre du groupe definie par (l/Kl))[ est un 
homomorphisme d’algebre), d’oh il r&&e que la matrice de ce systeme lineaire 
doit Ctre de determinant nul, done que (1 - t,,)(l - tJt,+ - tJ = 0. Comme 
a, # 0 # a, , on en deduit que, pour tout A E X, t, = 1 = t, , done que y 
appartient B H, ce qui contredit notre choix. 
Soit L I’image rtciproque de O,(G) dans G et posons Gr = L . Ml ; nous 
allons demontrer que Gr satisfait aux conditions de 1’CnoncC. Puisque E contient 
chaque x E G tel que E et (T)-’ soient conjugues, E contient H et par suite, 
l’image de L n M dans F’ est un p’-sous-groupe normal de F’, done &gale P 1; 
par consequent, on a 
Gl n M = (L n M) . Ml = Ml. 
D’autre part, G est d’ordre impair, done resoluble [5] et si 2 est un S,-groupe 
de O,,,(G), on a C’,(z) C O,,,(G) = O,(G) . 2 [7, th.6.3.31; comme M est 
un sous-groupe de C-controle de G, on peut supposer que 2 C R et si A est un 
S,-groupe de I’image reciproque de A dans M, on a No(A) = Co(A) . iV,u(A); 
de plus, il est clair que N&i) = N,(A) et que C,(A) C C&A). On en deduit 
que G = O,(G) . 8?; par consequent, G = Gr . M et Gr est un sous-groupe 
normal de G. L’unicite ne presente aucune difficult& 
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DEMONSTRATION DU TH. 1. On peut supposer que F’ est la p-extension 
centrale non scindee de F garantie par les hypotheses du theoreme. En choisissant 
un isomorphisme entre N/N, et F, notons N’ le sous-groupe de N x F’ form6 
des elements dont les deux composantes ont la m&me image dans F; le groupe N’, 
muni des homomorphismes Cvidents, est une extension centrale de N par 2; 
en vertu du lemme 1.2, elle peut &tre prolongee en une extension centrale G 
de G par 2 et quitte a faire des identifications evidentes, N’ est un sous-groupe 
de C-controle de G’ (rappelons que N est un sous-groupe de IV-controle, 
done de C-controle de G). Notons M’ l’ensemble des elements de N x F’ de la 
forme (x, I), oh x E N1 ; il est clair que M’ est un sous-groupe normal de N 
et que W/M’ est isomorphe B F’. En outre, Res,,,, est une isometric et nous 
identifions les elements de R(G) L leurs images dans R(G). 
11 existe un unique Clement OL de R(F’, p) tel que 
Reso,,F,a = Res,,,,,x [lo, th.l] 
et en posant w = x(1)1,, + de, on verifie aisement que x(1)x = wfx. Comme 
Res,,,,,or E R(N’, p), il existe un unique Clement /3 de R(G’, p) tel que 
Res,,,,$ = ResN,,,,ol [lo, cor.21. 
Soit u une isometric de R(F, p) + ZO d ans R(G, W) satisfaisant aux conditions 
de 1’CnoncC; on demontre aisement que u commute avec la conjugaison complexe 
et par suite, U(W) est ?I valeurs reelles. Posons 7 = (l/x(l)) u(w)/?; nous allons 
demontrer que 71 est un element de R(G) de norme 1, ce qui entrainera le 
theoreme; en effet, dans ces conditions, 7 est orthogonal a R(G) (car Res,,,,? 
est tgal a ~(l)‘p), done B u(R(F, p) + Z0) et on peut prolonger u en une isometric 
qui envoie x sur 77 et qui satisfait aux conditions 1,2, 3 du lemme 1.4 relativement 
5 G’, N’ et M’; le theoreme resulte alors des lemmes 1.4 et 1.1. 
DCmontrons que 7 est de norme 1. Notons 01* (resp. /3*) le conjugue complexe 
de (Y (resp. 8); on a 
x(l)” (71, ?k = WJ), U(W) pp*),, 1 
et il suffit de demontrer que 
WW* E R(F, p) + 28 et U(WLIOI*) = u(W) /$I*; 
en effet, dans ce cas, 
xU12 h1)cf = (u(w), +0101*))& = (w, waff*)F’ = x(1)“. 
Or, WW* = x(1) w* + dx(iye et comme, pour tout x EF’, 01(~* est constant 
sur xz, aa* . \ appartient a R(F, p); de plus, d’aprb nos hypotheses sur u, 
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U(O~OL*) = ,6,6* et pour tout z E G’ tel qu’un conjugue de a9 appartienne a I’image 
reciproque de Z dans N’, /3(z) /3*(z) = ~(1)~; par consequent, WOIOI* appartient 
5 R(F, p) + 20 et les caracteres a(waa*) et U(W) /3p* coi’ncident sur a. I1 suffit 
de demontrer maintenant que u(t9) est nul sur tout x E G tel qu’un conjugue 
de x, appartienne a N - Ni . On peut supposer que xp EN - Ni ; comme N 
est un sous-groupe de W-controle de G, il existe w E W((x&) tel que wx E N, 
en particulier, (wx)~ = x, et par suite, si N,, est I’image reciproque de Q dans N, 
wx appartient a N, - N i ; mais d’apres nos hypotheses sur u, u(B) appartient a 
R(G, W) et sa restriction a N,, appartient a Ind,l,,O R(N,); on a done 
u(8)(x) = u(e)(wx) = 0. 
Soient respectivement N,’ et N,’ les images rtciproques de No et de Ni 
dans N’; demontrons d’abord que Res,O,,c, u(e)/3 appartient a x(l) R(N,,‘). 
D’apres nos hypotheses, il existe E E R(N,‘) tel que Res,O,,,, u(8) = Indnll,,NO,E, 
d’oh il resulte que ResIYO,,o, u(0)/? = IndN1,.NO(E Reslvl,,o;B), et par suite, 11 suffit 
de demontrer que Res,,,,,$ appartient a x(1) R(N,‘); or, il est clair que 
Res N~,,G$ = Rest+,,e = ResN,,,a = x(l) ResNl,,m 
ce qui demontre I’assertion. 
Comme r) = ,6 + (d/x(l)) u(e)p, pour demontrer que r) appartient a R(G’), 
il suffit de demontrer que, pour tout sous-groupe Cltmentaire E’ de G’, Res,,,,* 
u(e),!3 appartient a x(1) R(E’) [7, th.4.7.121. On peut supposer que l’unique 
S,-groupe A’ de E’ est contenu dans N’ et contient Z; si A’ est contenu dans 
N,‘, on a encore Res,,,,$ = x(1) Res,,,Zv, ce qui demontre l’assertion (car 
Reg,,,, /3 E R(E’, p) et R(E’, p) = Reg,,,, R(A’)). Supposons que A’ ne soit 
pas contenu dans N,‘; alors, l’image A de A’ dans G n’est pas contenue dans 
Ni et en particulier, A # 1 et C,(A) C N, ; soit H le p’-sous-groupe de C,(A) 
engendre par W(A) et par I’image dans G de l’unique S,,-groupe de E’, posons 
L = H . A et notons respectivement L’ et H’ les images reciproques de L et de 
H dans G’; il suffit de demontrer que Res,,,,, u(e)p appartient a x(l) R(L’). 
Puisque u(0) E R(G, W), Res,,, u(e) appartrent a R(L, Res,,cW); or, en vertu 
de [IO, th.31, on a 
R(L Rec,,W) = ResL,L,w(A) W/W(4) + Ind,,L R(H) 
(car L g H x A, P(L) = IndH,, R(H) et esesL,GW = e,(,)); par consequent, 
Ret,, u(e) = ResL,,,,cA) 5 + IndH,,l, oh 5 6 R(LIW(A)) et 6 E R(H). 
D’autre part, il est clair que L’ z H x A’ et que H’g H x Z; comme 
Res,,,,, /3 E R(L’, p), on en deduit que 
Res,,,c$ = ResL,,a,y, oh y = Res,,,,,x, 
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et en particulier, Res,,,,# = x(1) ResH,,zv. Posons J’ = (H/W(A)) x A’; il 
est clair que J’/Z- L/W(A) et quitte a faire des identifications Cvidentes, 
on a done 
I%,,,, a(@ = ResL~,J~(SResJ~,A~y) + x(1) IndH~L4&s~~,Zd. 
Or, L’ n N’ est contenu dans N,’ (car C,(A) C N,) et nous avons deja demontre 
que Res,Vu,,,, u(@ appartient a x(l) R(N,,‘); par consequent, 
Res,,,,,,,,(SRes,,,,,y) E x(1) R(L’ n N’). 
De plus, comme N est un sous-groupe de W-controle de G, on a H = W(A) * 
(H n N) et par suite, L’ n N’ s’envoie surjectivement sur 1’. On en deduit que 
<Res,,,,,y appartient a x(l) R(J’) et 1’CgalitC ci-dessus montre alors que 
Res,,,,, cr(e)fi E x(l) R(L’). 
DEMONSTRATION DU TH.2. Nous pouvons supposer que N/N, est isomorphe 
?r F’; en effet, d’apres les hypotheses du theoreme, nous pouvons supposer qu’il 
existe un sous-groupe normal N, de N contenant Nr tel que N/Na soit isomorphe 
?I F’ et N,/N, soit un p-groupe abelien; par consequent, si G possede un sous- 
groupe normal G, satisfaisant aux conclusions du theorbme relativement a N, , 
G, posdde 2 son tour un unique sous-groupe normal Gr tel que 
G, = Gl . N, et Nr = Gr n N2 (lemme 1.2); 
l’unicite de Gr et le lemme 1.1 montrent alors que G, satisfait aux conclusions 
du theorbme relativement a Nr . 
Posons R = R(F, p) + ZB + Zx, R, = R(F, p) + Z0 et notons R, I’ensemble 
des elements de R constants sur les $-elements; il est clair que 
R=R,+R,et R(F,p)=R,nR,. 
Soit or une isometric de R, dans R(G, W) satisfaisant & la condition de 1’CnoncC. 
D’apres le lemme 1.1 applique a N, Nr et Res,,,W, Res,,,,R, est contenu 
dans R,(N, Res,,,W) et d’apres le theoreme 6 de [lo], il existe alors une isome- 
trie crz de R, dans R,(G, W) telle que, pour tout X E R, , Res,,, uz(X) = 
Res,,,, A; en particulier, ur et us coi’ncident sur R(F, p) [IO, th.q. On en deduit 
qu’il existe une application Z-lineaire u de R dans R(G, W) qui prolonge ur 
et us et nous allons demontrer que u est une isometric qui satisfait aux conditions 
1, 2, 3 du lemme 1.4 (relativement A N et 5 NJ; le theoreme resultera alors des 
lemmes 1.4 et 1.1. 
Dtmontrons que u est une isometric. Posons 7 = x - de; il est clair que 
R, = R(F, p) + Z? et par suite, il suffit de demontrer que 
(49, +h = (4 dFr . 
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Posons x = (u(Q ~(7))~ - (0, 7)~ et notons X l’ensemble des caractbres des 
representations simples de F dont le noyau ne contient pas Q; puisque ai et 
u2 sont des isometrics, on a 
(44, 4% = @ - I), (u(7), 47))G = 1 + d2@ - 1) 
(44, u(e)), = 0, ’ M4, +)))G = 9 x, pour tout X E X 
(car h - (A( 1)/k)@ appartient a R(F, p)); comme u(X) est un systeme orthonormal, 
on obtient alors, 
1 + 2 dx = (u(x), u(x))G > (c (q,‘) x2 = 1 Q ;- 1 x2. 
AEX 
Or, en vertu du lemme I .3, X( 1)2 divise 1 Q’/Z(Q’)l [7, lemme 4.6.31, done j Q 1 
et on a x(l) = 8 + dk, a2 = 1 et d > 2; on en deduit que 
I ’ ;- ’ > d(dk + 26) > 4d 
(car k > 3). On a done 1 + 2dx > 4dx2 et comme x EZ et d > 2, il en resulte 
que x = 0. 
11 est clair que u satisfait a la condition 1 du lemme 1.4. En outre, comme 
u(7) E R,(G W) et Res,,, u(7) = ResN,r,7, pour tout x E G, ’ , on a 
47)(x) = 7(l) = x(l); 
de plus, si x E G - G,, et x0 EN, il existe w E W((x&) tel que wx E N (car 
N est de W-controle) et en notant n’ l’image de wx dans F’, on a 
u(7)(x) = u(rl)(wx) = 7W; 
en particulier, comme (wx)~ = x, , sixvEN1,0nau(7)(x) =7(l) =x(l)etsi 
l’image de xD dans F’ appartient a Z - (11, u(7)(x) n’est pas reel. Puisque 
u(x) = u(7) + da(O), ceci montre que u satisfait aux conditions 2 et 3 du lemme 
1.4 (on voit aisement que u(e) est a valeurs reelles en montrant que u1 commute 
a la conjugaison complexe). 
2. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3 ET DU COROLLAIRE 4 
Le lemme suivant est un raffinement d’un resultat classique sur la coherence 
[4, sect. 31, (31, 5)]; on peut demontrer qu’il est encore vrai si p = 2 ou si 
I F/Q ) est pair. 
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LEMME 2.1. Soit M un Z-module muni d’une forme quadratique enti&e dkjinie 
positiveposskdant une base orthogonale. Si 1 Q/D(Q)1 > 2 1 F/Q 12, toute isomktrie de 
R(F, p) dans M peut &tre prolongbe d’une man&e unique en une isomktrie de 
R(F, p) + ZB dans M. 
DEMONSTRATION. Posons k = 1 F/Q 1, R = R(F, p) + ZB, S = R(F, p) et 
notons X l’ensemble des caracteres des representations simples de F dont le 
noyau ne contient pas Q; soit (T une isometric de S dans M. On raisonne par 
recurrence sur ( Q / et on distingue deux cas suivant que Q est abelien ou non. 
Supposons d’abord que Q soit abelien et posons 
R’=Zl~+C ZX et S’ = ZlF + c Z(X - A’). 
AEX A,A’EX 
I1 existe une unique isometric T’ de R’ dans M qui prolonge la restriction u’ 
de p a s’; en effet, puisque 1 X / = (I Q / - 1)/R 3 4, on demontre aisement 
qu’$ existe une unique famille (uAjAEx d’C1Cments de norme 1, d’une base 
orthogonale de M, telle que 
a(h - X) = UA - u,j* ) pour tout couple A, A’ 6 X, 
@A 9 o(l)) = 0, pour tout X E X. 
Puisque R = R’ + S et S’ = R’ n S, il existe une unique application Z- 
lineaire T de R dans M qui prolonge o et T’, et il suffit de demontrer que 7 est 
une isometric; or, si p E X, on a R’ = s’ + Zp et S = S’ + Z(0 - cl); par 
consequent, il suffit de dkmontrer que (T(P), ~(0 - CL)) = (CL, 0 - P)~. Posons 
x = (+)~ + - 4) - k, 0 - hi P uis 9 ue CT et T’ sont des isomttries, on a 
(+), T(i)) = I - k, CT(e), T(e)) = h(k - I) + 2x 
(T(e), T(h)) = X, pour tOUt h E x, 
d’oh il rksulte k(k - 1) + 2x > (I- /z)~ + 1 X/ x2; comme I X / = (I Q I - 1)/k 32k, 
on a done 2W - 2x - k + 1 < 0, et par suite x = 0. 
Supposons que Q soit non abelien; posons 2 = D(Q) n Z(Q), g = Q/Z et 
F = F/Z; il est clair que Res,,F est une isometric et nous identifions les ClCments 
de R(F) B leurs images dans R(F); on pose alors, X = X n R(F), i? = R(F, p) + 
Z9 et S = R(F, p), et on voit aisement que 
R=R+S et S=RnS. 
D’apres l’hypothese de recurrence, il existe une unique isometric Y de i? dans M 
qui prolonge la restriction 6 de (T 21 S, et en vertu des CgalitCs ci-dessus, il existe 
une unique application Z-lineaire 7 de R dans M qui prolonge a et ?. Par cons& 
quent, il suffit de dCmontrer que 7 est une isometric, done que, pour tout 
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h E x - x, (T(e), T(A)) = 0 ( car S = S + C,,r-xZ(A - (A( l)/k)B) et f7 = 
s + ze). 
En raisonnant par l’absurde, supposons que l’ensemble des h E X - X tels 
que (T(O), T(A)) # 0 soit non vide et choisissons un Clement p de degre minimum 
de cet ensemble; posons x = (T(O), T(P)) et notons Y l’ensemble des A E X - X 
tels que h(1) < p(1); on a done (r(8), r(h)) = 0 pour tout h E Y. Comme 
(T et ? sont des isometrics et comme A - (h(l)/k) 0 E S pour tout X E X, on a 
(T(P), +U)> = 1 + 2 A!l x, k 
(T(F),+)) =7x, pourtoutXEXU Y, 
d’ou il resulte 
(car T(X u Y) est un systeme orthonormal); de plus, puisque toute combindson 
lineaire d’elements de r(X u Y) est orthogonale a T(O), I’egalid est impossible; 
on a done 
2141) 2 I P I - 1 + C W)*/k. 
AEY 
D’autre part, on sait que (p(l)/k)2 d ivise ) Q/Z(Q)1 [7, lemme 4.6.31, done 1 Q ] 
et par suite, ~(1)~ divise / F 1 - IF I (car k divise I 2 1 - 1); par consequent, 
puisque p( 1) divise le degre de tout Clement de X - X qui n’appartient pas a Y, 
~(1)~ divise CAEY X(1)2. Comme p(l)/k >, 2, on en deduit que Y est vide et que 
1 + 3.41) > I s I. 
Si r est I’ordre de I’image dep dans (Z/kZ)*, on a ) Q / =pr; en effet, comme k 
divise IQ1 - 1, IQ1 ==p”r et si m>2, on aurait [$I >(2k+ 1)” (car 2k 
divise pr - 1); or, comme / Q / 3 (p(l)/k)z, dans ces conditions on obtient 
(en multipliant ces inegalites) 
IQ122( p(1)(2; + l) )I 3 (2p(l) + 2)2, 
ce qui contredit l’inegalite ci-dessus. 
En outre, 1 Q / = (p(1)/k)2; sinon, on aurait / & 1 2 p(p(l)/k)* et comme 
I !f? I > 2k2, I !2 I* > 2~41)~ 2 (&L(l) + 1j2, ce qui contredit l’inegalite ci- 
dessus. 
Du fait que Y est vide et que (p(l)/k)2 = 1 Q I = pr, on deduit que 2 = 
Z(Q) = D(Q), que / Q I < 1 Z 1 et que chaque caractere simple de Q est de 
degre 1 ou pri2; par consequent, I Q j + I Z I - I est le nombre des caractbres 
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simples, done des classes de conjugaison de Q; en particulier, pour tout x E Q - 2 
x2 est une classe de conjugaison de Q, ce qui est absurde, car 
I Q/COW -=L I Q I < I Z I = I xz I; 
cette contradiction demontre le lemme. 
Nous demontrerons l’assertion 2 de la proposition 3 a l’aide des deux lemmes 
suivants. 
LEMME 2.2. Si 1 Q/D(Q)] > 2 1 F/Q 12, pour tout x E Q - (l}, il existe un 
sous-groupe R de Q tel que x E R - D(R) et / R 1 > 2 / F/Q j2. 
DEMONSTRATION. On raisonne par recurrence sur 1 Q I ; on peut supposer que 
Q est non abelien. Posons Z = Z(Q) r\ D(Q); pour tout x E Q - Z, l’existence 
de R resulte de l’hypothese de recurrence; il suffit de la demontrer pour les 
elements de Z - (1). Posons k = I F/Q / e soit r l’ordre de l’image de p dans t 
(Z/W*; si S est une section F-stable de Q, k divise I S / - 1 et par suite, il 
existe m E Z tel que 1 S j = p mr; de plus, puisque 2k divise pr - 1, on a 
pzr > (2k + 1)2 > 2k2. 
Par consequent, si I Z(Q)1 3 p2r, p our tout x E Z - (1) il suffit de prendre 
R = Z(Q). Si ( Z(Q)] = p7 et si Q p ossede un sous-groupe caracteristique propre 
T tel que / T/D(T)1 > 2k2, T contient Z(Q), done Z et l’assertion resulte de 
l’hypothese de recurrence. 
Supposons done que tout sous-groupe caracteristique propre non trivial T 
de Q, on ait / T/D(T)\ = pr. Si C es un sous-groupe critique propre de Q t 
(suivant la terminologie de [7, page 1861, on a 1 C/D(C)] = p’ = 1 Z(C)1 et 
par suite, Z(Q) = Z(C) = D(C) = [Q, C] = Co(C); par consequent, en 
considerant l’operation de Q sur C induite par la conjugaison, l’image de Q dans 
Aut(C) est abelienne (car [Q, C] = Z(Q)) et elle est isomorphe a Q/Z(Q). En 
definitive, Q est de classe 2, les groupes Z, Z(Q) et D(Q) coincident, et Z et Q/Z 
sont d’exposant p. Soient x E Z - (1) et V un complement de (x) dans Z; 
il est clair que I D(Q/V)i = p et p ar consequent, si A est un sous-groupe abelien 
maximal de Q/V, on a 
(I A I/P)” 2 I Q/D(Q)1 > 2k2; 
alors, en prenant R &gal a l’image reciproque de A dans Q, x appartient a R-D(R) 
et comme I V I = p+-l, on a I R j = p7-l 1 A 1 > p’k > 2k2. 
LEMME 2.3. Supposons que N/N, soit isomorphe h F et qu’il existe une isomitrie 
(T de R(F, p) + Z9 dans R(G, W) telle que, pour tout h E R(F, p), on ait 
a(h) E R(G,p) et Res,,, a(h) = Res,,,X; 
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notons N,, l’image rkiproque de Q dam N. Tout &ment 4 de R(N) ml en dehors 
de N,, - Nl et de norme infkrieure ~2 1 Q //IF Ill2 est orthogonal ~2 Res,,, a(e). 
D~~MONSTFCATION. Posons k = 1 F/Q I, V = Res,,, W et notons er, l’idem- 
potent associe 5 V [IO, th.31; si x E N, - Ni , tout Clement de N ayant la m&me 
p-composante que x appartient a N,,- Ni ; par consequent, e, . 5 et (1 - ey) . 5 
sont encore nuls en dehors de N, - Ni [2, prop. 12.171 et de normes infe- 
rieures a (/ Q l/k)‘/“; en particulier, (1 - eV) . 5 est orthogonal a R(N, V) 
[lo, th.31, done ?I Res,,, u(0). Supposons done que 5 appartienne a ey . R(N); 
soient 01 E R(F) et f un element de R(N) orthogonal a Res,,, R(F) tels que 
5 = t + Res,,,ol. 11 est clair que IN est orthogonal a Res,l,,[ et que si 77 est 
un caractere simple de N qui proviknt de F/Q, on a (5, v),,, = v(l)({, lN)N ; 
on en deduit que or(l) = 0 et que, pour tout caractere simple E de F qui provient 
de F/Q, on a (cr, E)~ = l (l)(a, lF)F ; par consequent, 01 est nul en dehors de 
Q - (1) et en particulier, il appartient B R(F, p); on a alors 
(ResN,G 44, Res.v,For), = (43, ~(4)~ = (0, 01)~ = 0 [IO, th.6J 
et il suffit de demontrer que [ est orthogonal a Res,,, u(e). 
Posons x = (Res,,, u(e), ,& ; en raisonnant par l’absurde, supposons que 
x # 0. Comme Res,,,a! est nul en dehors de N, - Ni et appartient B R(N, V) 
(car R(N, p) C R(N, V)), il en est de m&me pour [; par consequent, il existe 
Y E R,(G, W) tel que Res N,G~ = [ et (u(e), ~)c = x [lo, th.6]; de plus, comme .$ 
est orthogonal a Res,,, R(F), Y est orthogonal a u(R(F,p)) [lo, th.6]; par conse- 
quent, en notant X l’ensemble des caracteres des representations de F dont le 
noyau ne contient pas Q, on a 
(u(X), V)G = -y x, pour tout A E X 
(car X - (h(l)/@0 E R(F, p)); il en resulte [lo, th. 61 
et comme u(X) est orthogonal B u(e), l’egalite est impossible; ainsi, (I Q l/k)‘/” 
estinferieur a la norme de 6, done B la norme de 5, ce qui contredit nos hypotheses. 
D~ONSTRATION DE LA PROP. 3. Puisque Res,,, est une isometric qui envoie 
R(F, p) dans R(N, p), il existe une unique isometric T de R(F, p) dans R(G, p) 
telle que, pour tout h E R(F, p), Res,,, T(X) = Res,.,h [lo, car. 21; comme 
R(G P> C ew . R(G) [lo, th.31, l’existence et l’unicite de u resulte alors du 
lemme 2.1. 
On deduit aisement de l’unicite de u que cette isometric commute a l’action 
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des automorphismes du corps des nombres complexes; par consequent, u(0) 
est a valeurs rationnelles, done a valeurs dans Z. 
Soit No I’image reciproque de Q dans N; pour demontrer que a(8) s’annule 
sur tout x E G tel que X~ E N - Nr , il suffit de demontrer que u(0) est nul sur 
No - Nr ; en effet, comme N est un sous-groupe de W-controle, pour tout 
xEG tel que x,EN- N,, il existe w E W((x,)) tel que wx E N, - Nr (car 
(wx)~ = xs) et comme u(0) E R(G, W) [IO, th.31, on a alors 
u@)(x) = c@)(wx). 
D’apres le lemme 2.2, il suffit done de demontrer que, si M est un sous-groupe 
de N,, qui contient Nr et qui verifie 1 M/N, / > 2 1 F/Q 12, o(B) est nul sur 
M - (D(M) . Nl). Posons k = 1 F/Q I, L = D(M) . Nl et q = Res,,, u(e); 
puisque M/L est abelien, 71 est nul sur M -L si et seulement si, pour tout 
caractere simple p de M dont le noyau contient L, on a (9 - l& = 0. Par 
consequent, pour demontrer que ?(M -L) = {0}, il suffit de demontrer que, 
pour tout couple pl, h de caracteres imples de M tel que v E Res,,,,, R(M/L), 
on a 
Or, la norme de Ind,,,(v,h - A) est inferieure a (1 Q l/k)l12; en effet, 
(Ind,,,(@ - A), IndM,&ph - 4h < I N/M I (VA - A, 4 - 4~ G 2 I N/M I 
et comme ) M/N1 1 > 2k2, on a 2 ) N/M ) < ) Q J/k. Comme Ind,,N(pA - A) 
est nul en dehors de N, - Nr , l’assertion resulte du lemme 2.3 et de [7, th.4.4.51. 
DEMONSTRATION DU COR. 4. S’ 1 I a condition 1 est satisfaite, N,, est isomorphe 
a Nr x A et par suite, tout Clement de R(N,,) qui est nul sur N, - Nr appartient 
g IndNl,No WW; 1 a conclusion resulte alors de la proposition 3 et du theoreme 1. 
Si la condition 2 est satisfaite, on applique la proposition 3 et le theoreme 2. 
3. DEMONSTRATION DU LEMME 5 
Soit K un complement de Q dans F et posons k = I K I. Demontrons d’abord 
l’inegalite; soit T l’ordre de I’image de p dans le groupe (Z/kZ)*; puisque k 
divise 1 Q/D(Q)1 - 1, I Q/D(Q)] est une puissance de pr; d’autre part, d’aprb 
nos hypotheses, on a pm = - 1 (mod k) et par suite, -1 appartient au sous- 
groupe de (Z/kZ)* engendre par l’image de p; on en deduit que r est pair et que 
pr12 = - 1 (mod k), d’oh il resulte que 2k divise pT/2 + 1; on a done 
I Q/D(Q)\ 2 p7 Z (2k - 1)2 > 2k2. 
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Soit R un p-sous-groupe distingue de F different de Q et posons F = FIR; 
si P’ est une p-extension centrale de F, la restriction F’ de F’ 1 F est scindte si et 
seulement si F’ l’est; en effet, une scission s de FdansF’ induit un homomorphisme 
de F dans F’ qui envoie R dans le centre; comme R = [F, R], l’image de R 
est Cgale a 1 et s induit une scission de F dans P’. Par consequent, pour demontrer 
la premiere assertion, nous pouvons supposer que Q est abelien p-Clementaire. 
Posons Ji = ZlpZ et considerons sur Q la structure Cvidente de R-espace 
vectoriel; il suffit de demontrer que Q admet un produit alter& non trivial p 
a valeurs dans A, qui est K-stable; en effet, la formule 
(x, h)(x’, A’) = (xx’, p(x, x’) + h + A’), oh x, x’ E Q et A, x’ E Jz 
munit l’ensemble Q x R d’une loi de groupe et l’operation de K sur Q induit, 
d’une maniere Cvidente, une operation de K sur le p-groupe Q’ ainsi obtenu; 
le produit semi-direct de Q’ et K est alors une extension centrale non scindee de 
F par ZlpZ. 
Soit A une cloture algebrique de si et posons & = R @n Q; il suffit de 
demontrer que K fixe un vecteur non nul dans l’espace &* A $* (deuxieme 
puissance exterieure du dual de Q); en effet, puisque la representation triviale 
de K intervient le mCme nombre de fois dans les decompositions de Q* A Q* 
et de Q* A Q*, K fixe alors un vecteur non nul de Q* A Q*, done un produit 
alter& non trivial de Q B valeurs dans A. 
D’aprb nos hypotheses, tous les groupes de Sylow de K sont cycliques 
[7, ths. 5.3.16 et 5.4.101; par consequent, D(K) et K/D(K) sont cycliques, 
d’ordres premiers entre eux et K est isomorphe a leur produit semi-direct [4, 
sect. 20, (20, 16)]; soient respectivement x et y des generateurs de D(K) et 
d’un complement de D(K) dans K (le cas oh x = 1 n’est pas exclu). Posons 
H=Z(K).D(K)eth=IK/HI; on demontre sans difficultt que tout A(K)- 
module simple fiddle est isomorphe a l’induit d’un A(H)-module simple fidkle 
et en particulier, il est de dimension Cgale B h. Soit S un sous-R(K)-module 
simple de Q*; puisque S est fiddle, il existe une base {u~}~=~,...,~ de S et un 
homomorphisme injectif p de H dans le groupe multiplicatif de 3 tels que 
x . Uf = fiUi ) oh ti = cp(x(q i = l,..., h, 
~-u~=u~+~, i= l,...,h-1 et y * uj& = (Ul , oh 5 = y(yh). 
D’autre part, si T E Aut(R), onpose70(hOZ)=~(/\)OZ,~~hE~etzEQ*; 
alors, T,, est une application semi-lineaire de Q* dans lui-m&me qui commute 
aux elements de K. Soient o l’automorphisme de Frobenius de 3, m un entier tel 
que k divise pm + 1 et posons 
T = u,,~(S) et T.+ = u,,“(u~), i = l,..., h; 
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alors, T est encore un sous-R(K)-module simple de p*, (~}~=r,..., h est une 
base de T et on a 
x . ni = ([i)-1t7c , i = 1 ,..., h, y . vh = l;-lv, et y * vi = vifl , i = I,..., h - 1 
(car 5 et & sont des racines k-ibmes de l’unite dans 3). En particulier, S # T, 
en effet, l’une au moins des racines 5, 5, ,..., & est differente de 1, done de son 
inverse et par suite, les R(H)-modules S et T ne sont pas isomorphes; par 
consequent, S n T = (0) et les vecteurs u1 ,..., uh , v1 ,..., We sont lineairement 
independents. En definitive, & ui A vi est un Clement non nul de g* A Q* 
et les Cgalites ci-dessus montrent qu’il est fixe par x et par y, done par K. 
4. DEMONSTRATIONS DES COROLLAIRES 6, 7, 8 ET 9 
Dans la suite, P est un S,-groupe de G et nous supposons que P # 1. 
DEMONSTRATION DU COR. 6. On raisonne par recurrence sur 1 G / ; on peut 
supposer que IM = N(P). 11 suffit de demontrer que G est p-resoluble; en effet, 
en posant A = P n O,,,(G), on a alors C(A) C O,<,(G) = O,(G) * A [7, 
th.6.3.31 et comme M est un sous-groupe de C-controle de G, on en deduit que 
G = O,(G) - M = O,?,,,(G). 
Posons M’ = M n Op(G); il est clair que M’ est un sous-groupe de C-controle 
de Op(G) et que M’/O,r(M’) est isomorphe au produit semi-direct de P n O*(G) 
et de H; par consequent, si G # Op(G), 1’ assertion resulte de l’hypothese de 
recurrence. 
Notons respectivement M et p les images de M et de P dans G/O,(G) et ff 
l’image de H dans Aut(P); on voit aisement que M est un sous-groupe de 
C-controle de G/O,(G), que R/O,(M) t . es rsomorphe au produit semi-direct 
de P et de i7, et que w satisfait aux conditions 1, 2 de 1’CnoncC; par consequent, 
si O,(G) If 1, on applique l’hypothese de recurrence. 
Desormais, nous supposons que G = 09(G) et que O,(G) = 1. Si A est 
un sous-groupe non trivial de P, C,,,(A) est un sous-groupe de C-controle de 
C(A) et Cd410p~(C.d-4) t es isomorphe soit B C,(A) soit au produit semi-direct 
de C,(A) et de H; par consequent, en vertu de l’hypothtse de recurrence, 
C(A) est p-resoluble. En particulier, l’application qui B chaque A E ?I fait 
correspondre O,,(C(A)) satisfait & la condition (I%‘) [9, ch.VI, prop. 51 et en 
posant W(A) = O,(C(A)), M est un sous-groupe de W-controle [9, ch. VII, 
props. 2 et 41; en consequence, nous pouvons supposer que W(A) = O,(C(A)) 
pour tout A E 2I et que N = M. Nous allons distinguer deux cas suivant que H 
opere saris point fixe sur P - (1) ou non. 
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Si C,(H) = 1, now pouvons supposer que le produit semi-direct de P et H 
est isomorphe a F; alors, en vertu du lemme 5, la condition 1 du corollaire 4 
est satisfaite en posant Ni = O,(N) et A = P; par consequent, G/O,(G) est 
isomorphe a F. 
Supposons que C,,(H) # 1 et notons P,, le sous-groupe de P engendre par 
les conjugues de C,(H) dans P; puisque G = Op(G), on a N = Ofl(N) 
(lemme 1.2) et par suite, P,, est contenu dans D(P) (car N possitde un quotient 
isomorphe a C,,&H)). De plus, P,, est H-stable et different de [P, P,,], on 
a P,, = [P, P,] . C,(H) et H opere sans point fixe sur (P/P,,) - (1). Par con- 
sequent, nous pouvons supposer que le produit semi-direct de P/P,, et H est 
isomorphe a F auquel cas, en posant Ni = O,(N) . [P, P,,], la condition 2 du 
corollaire 4 est satisfaite; en vertu du lemme 5 et du corollaire 4, il existe done un 
sous-groupe normal Gi de G tel que G = Gi . N et Ni est un sous-groupe de 
C-controle de Gi qui satisfait a nouveau aux hypotheses avec H = 1; on applique 
alors I’hypothese de recurrence. 
DEMONSTRATION DU COR. 7. Puisque M/O,(M) est d’ordre impair, M est 
un sous-groupe de C-controle de G [6, th.A] et on applique le corollaire 6. 
DEMONSTRATION DU COR. 8. 11 suffit de demontrer que G est p-resoluble. On 
raisonne par recurrence sur j G 1 et on peut supposer que O,(G) = 1 Posons 
M = N(P); puisque P est abelien, M est un sous-groupe de C-controle de G 
et en particulier, pour tout sous-groupe A de P, N(A)/C(A) E N,(A)/C,(A), 
ce qui montre que N(A)/C(A) est isomorphe a une section de N(P)/C(P) 
(car C(P) C C,(A)). P ar consequent, tout sous-groupe propre de G verifie 
les hypotheses de I’tnoncC et par suite, il est p-resoluble. Nous pouvons done 
supposer que G = OP(G), que pour tout A E %, W(A) = O,(C(A)) et que 
N = M. 
Posons H = N/C(P); la conjugaison induit une operation de H sur P et 
comme N = Op(N) (car G= OS(G)), on a C,(H) = 1. Soient H,, un Clement 
maximal de I’ensemble des sous-groupes H’ de H tels que C,(H’) # 1, et No 
l’image reciproque de H,, dans N, alors, H,, est different de H et H/H,, opere 
sans point fixe sur C,(H,,) - (1); par consequent, on peut supposer que le 
produit semi-direct de C,(H,,) et H/H,, est isomorphe hF. D’autre part, N/O,(N) 
est isomorphe au produit semi-direct de P et H, et comme P= [P, H,,] x 
C,(H,) [7, th.5.2.31, en notant Nr l’image reciproque de [P, Ho] * H,, dans N, 
on a C,(H,,) n Ni = 1 et C,(H,) . Nr = N,, . De ceci et du lemme 5, on deduit 
que la condition 1 du corollaire 4 est satisfaite; la p-resolubilite de G rtsulte 
alors du corollaire 4 et de l’hypothese de recurrence. 
D~MONSTRATIONDU COR. 9. Si A est u n sous-groupe non trivial de P, il 
resulte de nos hypotheses que C,(A) est un sous-groupe de C-controle de 
C(A) (car C(A) n N(P) = C,(A) . O,,(N(P))) et par suite, C(A) possede un 
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p-complement normal. On peut done supposer que pour tout A E 2& W(A) = 
O,(C(A)), que N = N(P) et que F = N/O,,(N); on pose iVI = O,(N). 
Puisque F possede une p-extension centrale non scindee, on a 
I Q I > 2 I F/Q I*; 
en effet, d’apres le lemme 1.3, il existe des entiers 6 et d tels que s2 = 1, d > 2 
et (S + d 1 F/Q 1)” divise / Q 1. Si P est abelien, il resulte tout de suite du corol- 
laire 4 que G/O,,(G) est isomorphe hF. Si Pest non abelien, d’apres le theoreme 7 
de [lo], il existe une isometric u de R(F, p) + ZB dans R(G, W) satisfaisant aux 
conditions 1, 2 du theoreme 1, et par suite, G/O,(G) est a nouveau isomorphe 
ii F. 
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